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  ناپیوسته  توسعه یک مدل عددي جدید بر مبناي گالرکین

   هاي ساحلی سازي تهاجم آب شور دریا به آبخوان براي شبیه
  

 3و داود رستمی 2، حمیدرضا غفوري1علی رئیسی*
   استاد گروه مهندسی عمران، دانشگاه شهید چمران اهواز،2مهندسی عمران، دانشگاه شهید چمران اهواز، گروه آموخته دکتري  دانش1

   المللی امام خمینی قزوین استاد گروه علوم ریاضی، دانشگاه بین3
  21/9/95تاریخ پذیرش:  ؛ 14/4/95تاریخ دریافت: 

  ١چکیده
خصوص در  هترین منابع تامین آب شیرین در بسیاري از کشورهاي جهان، بهاي ساحلی از مهمآبخوان سابقه و هدف:

هاي ساحلی با آب شور دریا و تهدید دلیل مجاورت و ارتباط آبخوان هرود. بشمار میخشک بهنواحی خشک و نیمه
کاملاً امري روي آب شور، مدیریت و حفاظت این منابع آب شیرین ساحلی واسطه پیش هها بناشی از آلوده شدن آن

ی در انتقال آلودگ سايبراي شبیه جدیدتوسعه یک مدل عددي  ،پژوهش حاضرهدف از بنابراین . استضروري 
  . باشد ناپیوسته می با استفاده از روش عددي گالرکین) هاي ساحلیبه آبخوان آب شور دریا هاي ساحلی (تهاجم آبخوان

، است کرده تر در مسائل مهندسی گسترش پیدا که کمناپیوسته هاي گالرکینروش پژوهشدر این ها:  مواد و روش
کار  هب هاي ساحلی)(مانند هجوم آب شور دریا به آبخوان وابسته به چگالی آب زیرزمینی هايجریان سازيبراي شبیه
با استفاده از در یک محیط آبخوان اشباع حاکم بر جریان و انتقال شوري  خطیغیر ت. براي این منظور معادلاگرفته شد

پس از اعمال سازي زمانی استفاده شد. سازي گردید و از روش ضمنی براي منقطعناپیوسته منقطع گالرکین روش
ته شد که براي از کار گرف هسازي معادلات جبري حاصله بروش پیکارد اصلاح شده براي خطی، شرایط مرزي و اولیه

  جافري استفاد شد.  -کننده شیب چاونتت غیرفیزیکی در حل عددي از محدودبین بردن نوسانا
، اصلاح شده هنري مسألهدو هنري، استاندارد  مسألهشامل  مسألهسنجی مدل پنج  منظور ارزیابی و صحت هب ها: یافته

در سه فاز متفاوت مورد استفاده قرار گرفت. براي سلمنت  -آزمایشگاهی گاسوامی مسألهنهایت  الدر و در مسأله
هاي ارائه شده براي آن مسائل مقایسه گردید تا دقت مدل قابل ارزیابی باشد. همگرایی تمامی مسائل نتایج با سایر حل

براي کنترل  جافر -چاونت کننده شیبمحدوداستاندارد هنري نشان داده شد.  مسألهروش با ریز کردن شبکه حل در 
بخشی از آن  کار گرفته شد که نتایج رضایت هب آمیزيطور موفقیتهب آزمایشگاهی مسألهدر حل ی سانات غیرفیزیکنو
  خوبی نشان داده است.ههاي عددي بنتایج حاصل دقت مدل را در مقایسه با سایر روش .دست آمد هب

تایج حاصل در تمامی قرار گرفت که نسنجی و ارزیابی  مدل با استفاده از مسائل مذکور مورد صحتگیري:  نتیجه
هایی از دامنه حل که سرعت جریان بالاست، نشان داده شد  . در مکاندقت بسیار بالاي این روش دارد بیانگرها  مثال

                                                
  a-raeisi@phdstu.scu.ac.irمسئول مکاتبه:  *
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این  علاوه بر دهد.بروز نمیاز خود ها همانند تفاضل محدود نوسانات غیرفیزیکی  این روش در مقایسه با برخی روش
تري  چون روش احجام محدود پخش عددي کم هاي عددي دیگر همدهد که این روش نسبت به روشنتایج نشان می

عملی این مدل را نشان کاملاً آزمایشگاهی جنبه  مسألهسازي استفاده از این روش براي شبیهطور  همیندهد.  را بروز می
   .دهد می
 

  کننده شیب، محدودتهاجم آب شور دریا، محلی بقاء ،چگالیهاي وابسته به جریان ،ناپیوسته گالرکین هاي کلیدي: واژه
  

  مقدمه
ساحلی تحت شرایط معمول و هاي در آبخوان

طبیعی آب زیرزمینی به درون اقیانوس یا دریا تخلیه 
گردد، که با افزایش برداشت آب زیرزمینی در این  می

سمت دریا، کاهش و یا  مناطق، جریان آب زیرزمینی به
باعث ورود و نفوذ  مسألهگردد این حتی معکوس می

 هاي ساحلی و آلوده شدنناآب شور دریا به آبخو
نامند.  گردد. این پدیده را تهاجم آب شور میها می آن

هاي  سمت خشکی تا چاه در صورتی که آب شور به
 روي نماید، آب زیرزمینی غیرقابل استفادهبرداشت پیش

این، آبخوان آلوده به نمک  گردد و علاوه بر می
ها، در شود که براي زدودن و شستن این نمک می

ندازه کافی موجود صورتی که آب شیرین هم به ا
باشد، ممکن است سالیان زیادي زمان لازم باشد. 

بینی  سازهاي عددي در پیشاستفاده از شبیهبنابراین 
و انتشار آلودگی هاي زیرزمینی و وضعیت آب

که هدف اصلی این  دارد مهمیها نقش  مدیریت آن
تر بر مبناي  ساز دقیق نیز ارائه یک مدل شبیه پژوهش
  ناپیوسته است. گالرکین

هاي وابسته به چگالی آب جریانسازي در مدل
هاي  زیرزمینی (مانند تهاجم آب شور دریا به آبخوان

شامل معادله  کوپل شده معادلهدو معمولاً از ساحلی) 
عنوان معادلات حاکم استفاده  جریان و انتقال شوري به

حد زیادي به . واضح است که دقت نتایج تا شود می
که  علت این شود. بهعددي مربوط میخود مدل 

دقت محلی و  وناپیوسته داراي بقاء هاي گالرکین روش

، گزینه مناسبی براي هستند تر پخش عددي کم
 رو از این. روندشمار می به این نوع مسائلسازي  مدل

 )DG(1 ناپیوستههاي گالرکیناز روش پژوهشدر این 
  استفاده شد.سازي مکانی معادلات حاکم  منقطعبراي 
سازي  متعددي روي مدل هايپژوهشکنون تا
هاي  هاي وابسته به چگالی با استفاده از روش جریان

 ،)25 و 12، 5( اجزاء محدود، )10و  4( تفاضل محدود
) 8و  7( احجام محدود ،)21 و 20( هاروش مشخصه

وجود نیز  متعددي هايپژوهش و ... انجام شده است.
 هاي هاي مختلف جریانبررسی جنبهبه  هادر آن دارد که

 هاي عدديبا استفاده از مدل وابسته به چگالی
عنوان  هب. )29و  18، 6 براي نمونه( ه شده استپرداخت

بندي  دو نوع فرمول )2002(مثال مازیا و پوتی 
 براساس متغیرهاي وابسته، یعنی بار هیدرولیکی/

کسر جرمی، را مورد بررسی قرار  غلظت و فشار/
بندي دوم  دادند و به این نتیجه دست یافتند که فرمول

هاي  سازي خصوص در شبیه هتري ب داراي دقت بیش
 )2001(بوئس و اولتئان  باشد.مدت می طولانی
 مقایسهبقاء و بدون بقاء را مورد  داراي بندي فرمول

 و 15( پژوهشگرانهمچنین برخی  .)19( قرار دادند
بوسینسک روي نتایج  -به بررسی تقریب اوبربک )16

به بررسی تاثیرات ) 26 و 1(پرداختند. برخی دیگر 
ناهمگنی و ناهمسانی محیط متخلخل بر روي فرایند 

هاي  انتقال شوري و در نتیجه بوجود آمدن ناپایداري
دلیل محدود بودن مسائل  هناشی از آن پرداختند. اما ب

                                                
1- Discontinuous Galerkin 
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هاي  سنجی مدل داراي حل تحلیلی براي صحت مبناي
 28، 27(اي هاي گذشته عده وابسته به چگالی، در سال

مورد بحث و تحلیل قرار دادند  امسائل مبنا ر )33 و
در  )2010(بعدي، ووس و سوزا  هاي سهکه براي مدل

ي مورد استفاده ی وسیع به بررسی مسائل مبناپژوهش
 ،کدام یک از این مسائل دریابندقبلی پرداختند تا 

هاي وابسته به چگالی را بهتر نمایش فیزیک جریان
سازي  هاي شبیهدهد و کدام یک براي محک مدل می

تر است. در این بین بعضی نیز در مورد  مناسب
ها ظاهر سازي این جریانمشکلات عددي که در مدل

بحث تقریب  عنوان مثالبهودند. نم پژوهششوند،  می
یکی از مباحث بسیار مهم در  1سرعت هماهنگ

شمار  هاي وابسته به چگالی بهسازي عددي جریان مدل
رود. افراد زیادي این موضوع را با استفاده از  می

و احجام محدود مد نظر قرار  اجزاء محدودهاي  روش
ووس و  هاي پژوهشتوان به دادند که از آن جمله می

 و فرالکوویچ )2002(، دیرش و کلدیتز )1987(سوزا 
. مشکل )30و  7 ،6( در این زمینه اشاره کرد )1988(

هاي  دیگري که در این زمینه وجود دارد حل سیستم
باشد.  شده می خطی منتجه از جفت معادلات منقطعغیر

روش نیوتن  )1995(عنوان مثال پوتی و پانیکونی  هب
ند تا اندازه سیستم ماتریس موجود جزئی را مطرح کرد

چه در روش پیکارد است  را کاهش داده تا برابر آن
نام توان میدیگري که در این زمینه  پژوهشبشود. 
روش پیکارد  در مورد )2004( آکررپژوهش برد، 
تا  نمودنحوي اصلاح بهاین روش را  او .)2( است

  افزایش پیدا کند.آن در سرعت همگرایی 
 DGهاي ارزیابی روش پژوهش حاضر،هدف از 

باشد که سازي تهاجم آب شور دریا میدر فرایند شبیه
ها بسیار  ي تطابقی این روشاهدلیل دقت و قابلیت هب

   د.باش گونه مسائل می سازگار با فیزیک این

                                                
1- Consistent velocity approximation 

  ها مواد و روش
عادلات حاکم بر : ممعادلات حاکم بر جریان

وابسته به چگالی تحت شرایط دماي ثابت،  هاي جریان
از دو معادله دیفرانسیل جفت شده جریان و انتقال 

ترتیب از  بهشوري تشکیل شده است. این معادلات 
ترکیب معادلات دارسی و فیک با معادله توازن جرم 

. بنابراین در یک سیستم آبخوان اشباع آیددست می هب
آب شیرین  حسب بار هیدرولیکی معادله جریان بر

  : )5و  3( صورت ذیل بیان نمود توان به معادل را می
  

)1 (     ܵ
డ
డ௧
+ ߚ߶

డ
డ௧
+ ߘ ⋅ ቀ ఘ

ఘబ
ቁݍ = ఘೃ

ఘబ
ܳோ −

ఘ
ఘబ
ܳ  

  
)2                                          (ℎ = ݖ + 

ఘబ
  

  
ݍ)                  3( = − ఓబ

ఓ
ܭ ቀߘℎ +

ఘିఘబ
ఘబ

  ቁݖߘ
  
)4                          (K =

బ୩
ஜబ

,								K = ୩
ஜ

  
  

  ، [ଵିܮ]ضریب ذخیره ویژه آبخوان  ܵ، ها آنکه در 
ℎ  [ܮ]بار هیدرولیکی آب شیرین معادل ،C  کسر

 ،[ଵܶିଶିܮܯ] فشار سیال ܲ،[−] جرمی غلظت نسبی
چگالی آب شیرین  ߩ، [ଷିܮܯ]چگالی سیال  ߩ

تخلخل محیط متخلخل  ߶، [ଷିܮܯ](چگالی مرجع) 
[−] ،ܳ  ܳوோ ترتیب میزان برداشت و تغذیه از به

شده  چگالی آب تغذیه ோߩ، [ଵିܶ]آب زیرزمینی 
ضریب  ߚ، [ଵିܶܮ]سرعت دارسی  q، [ଷିܮܯ]

تانسور  K، [−]تفاوت چگالی آب شور و شیرین 
  ، [ଵିܶܮ]هدایت هیدرولیکی آب شیرین (مرجع) 

K  تانسور هدایت هیدرولیکی سیال[ିܶܮଵ]،   
k  تانسور ضریب نفوذپذیري[ܮଶ] ،ویسکوزیته  ߤ

ویسکوزیته آب شیرین  ߤ، [ଵܶିଵିܮܯ]سیال 
تراز  ݖ و [ଶିܶܮ]شتاب ثقل  ݃، [ଵܶିଵିܮܯ]

  باشد.می [ܮ]نسبت به سطح مبنا 
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 توان بر را میطور معادله انتقال شوري  همین
جرمی نسبی (براي اختصار کسر جرمی) حسب کسر 

  ):5و  3( دست آورد هترتیب ذیل ب به
  

ߩ߶) 5( ப
ப௧
+∇ ⋅ −qܥߩ) (ܥ∇Dߩ߶ = ோܳோܥோߩ −   ܳܥߩ

  

)6             (߶	D = |q|்ߙ) + ߙ))Iܦ߬߶ (்ߙ−
୯୯

|୯|
  

  

 D، [−]کسر جرمی آب تغذیه شده  ோܥ، ها آنکه در 
، [ଶܶିଵܮ]تانسور ضریب پراکندگی هیدرودینامیکی 

ضریب  ܦدهنده مقدار یک بردار،  علامت نشان |⋅|
 1ضریب پیچاپیچی ߬، [ଶܶିଵܮ]پخشیدگی مولکولی 

 ்ߙو  ߙماتریس واحد و  I، [−]محیط متخلخل 
  باشد. می [ܮ]ترتیب پراکندگی طولی و عرضی  به

کسر جرمی و در این پژوهش رابطه میان تغییر 
صورت خطی در نظر  چگالی / ویسکوزیته سیال به

  :)3گرفته شده است (
  

ߩ)                                  7( = (1ߩ +   (ܥߚ
  
ߤ)                                  8( = ൫1ߤ +   ൯ܥఓߚ
  

ضریبی است که کسر جرمی را با  ఓߚ ها، در آن که
  سازد. ویسکوزیته سیال مرتبط می

Ω دامنه حل :شرایط اولیه و مرزي ⊂ ℝଶ  را با مرز
∂Ω  در نظر بگیرید. شرایط اولیه براي معادله جریان

توان به شکل زیر  ) را می2) و معادله انتقال (1(
   تعریف نمود:

  

)9                           (ℎ(⋅ ,0) = ℎ								in				Ω  
  

⋅)ܥ)                         10( ,0) =   Ω				in								ܥ
  

ترتیب بار هیدرولیکی آب به ܥو  ℎ ها، که در آن
شیرین و کسر جرمی غلظت در زمان شروع 

  سازي است.  شبیه

                                                
1- Tortuosity 

صورت شرط  براي معادله جریان شرایط مرزي به
  شود: تعریف می 2دیریشله و نیومنمرزي 

  

ℎ = ℎ 								on				 ∂Ω )11   (                         
 

q ⋅ n = ேݍ 								on				 ∂Ωே )12  (                     
  

Ω∂رابطه  ،که در آن = ∂Ω ∪ ∂Ωே  برقرار است و
n سوي عمود بر مرز،  بردار برونℎ  بار هیدرولیکی

شار خروجی از مرز  ேݍ) و Ω∂روي مرز دیریشله (
  است. () Ωே∂ نیومن

کار رفته  هبراي معادله انتقال شرایط مرزي ب
  :عبارتست از

  

ܥ = ܥ 								on				 ∂Ω )13    (                       
 

−D∇ܥ ⋅ n = 0								on				 ∂Ωே )14    (             
  

Ω∂بنابراین خواهیم داشت:  = ∂Ω ∪ ∂Ωே =

∂Ω ∪ ∂Ω௨௧ ܥ. و  مقدار کسر جرمی روي مرز
   دیریشله است.

در پژوهش  ناپیوسته: بندي به روش گالرکین فرمول
سازي معادلات دیفرانسیل حاکم  حاضر براي گسسته

ناپیوسته،  هاي گالرکیناي از روشبر مسأله از دسته
هاي  ناپیوسته اولیه یا روشهاي گالرکین روشنام  هب

شده است. روش مورد استفاده پنالتی داخلی، استفاده 
) IIPG( 3در این پژوهش روش پنالتی داخلی ناقص

سازي معادله باشد. از این روش هم براي منقطع می
سازي معادله انتقال استفاده جریان و هم براي منقطع

شده است. این روش هم براي معادله جریان و هم 
ده براي معادله انتقال تاکنون در این مسائل مورد استفا

                                                
2- Dirichlet and Neumann 
3- Incomplete interior penalty Galerkin 
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سازي معادلات علائم  قرار نگرفته است. قبل از گسسته
   کار برده شده معرفی شود: هریاضی ب

نمایش داده  Tسازي با حرف دوره کل شبیه
  ها به بندي آن به زیر بازه شود و تقسیم می

0 شکل = ݐ < ଵݐ < ଶݐ < ⋯ < ேݐ = در  ܶ
شود. همچنین در نظر بگیرید دامنه حل  نظر گرفته می

Ω بندي بر اساس تقسیمℰ = هاي به المان ே{ܧ}
 ܰبندي شود. در اینجا منظور از  زیر مجموعه تقسیم

دهنده یک المان دلخواه  نمایش ܧهمان تعداد المان و 
 ܧ∂و  |ܧ|ترتیب با است. اندازه و مرز یک المان به

شود. در صورتی که مجموعه همه وجوه نشان داده می
گاه مجموعه وجوه  نمایش داده شود، آن ℱها با  المان

اي تعریف گونه هتوان بداخلی و وجوه مرزي را می
ℱنمود که  = ℱூ ∪ ℱتوان  . وجوه مرزي را می

به وجوه دیریشله و نیومن یا وجوه ورودي و خروجی 
  اي که خواهیم گونه هبندي نمود بجریان تقسیم

ℱداشت،  = ℱ ∪ ℱே = ℱ ∪ ℱ௨௧اگر .   
Γ  یک وجه داخلی با اندازه|Γ|  باشد، آنگاه دو  

  براي آن وجود  ାܧو  ିܧالمان مجاور همانند 
Γکه  طوري هدارد ب = ିܧ∂ ∩  nطور  . همینାܧ∂

شود که  در نظر گرفته می Γعنوان بردار عمود بر  به
و مخالف  nିمطابق جهت  ାܧبه  ିܧجهت آن از 

روي  ߰چون  تابعی هم 1است. اگر اثرات nାجهت 
߰(مشترك بین دو المان) با  Γوجه 

نمایش داده  ±
 Γروي وجه  ߰شود، سپس پرش و میانگین تابع 

  شود:چنین تعریف می
  

⟦߰⟧ = ߰ି − ߰ା                         الف)    -15(
  

⟨߰⟩ = ଵ
ଶ
(߰ି +߰ା)                        ب)  -15(

                                                
1- Traces 

  صورت  هناپیوسته بدر پایان فضاي گالرکین
ࣰ
 = ൛ݒ ∈ :ଶ(Ω)ܮ ா|ݒ ∈ ܲ(ܧ)				∀ܧ ∈ ℰൟ  در

 ℋ௦(ℰ)شود که به فضاي سوبولوف نظر گرفته می
ݏ( ≥ عنوان فضاي  هب (ܧ)ܲ) تعلق دارد. در اینجا 1

 تر مساوي  هایی با مرتبه کل کوچکايجمله چند
عنوان مرتبه  هترتیب ببه و  است و متناظر با آن 

قریب مربوط به بار هیدرولیکی هاي تايجمله کل چند
)ℎ) شوند.) شناخته میܥ) و کسر جرمی غلظت  

با ضرب معادلات  :فرم ضعیف معادلات حاکم
) در توابع آزمون متناظر، سپس 5) و (1دیفرانسیل (

گیري روي یک المان، استفاده از قضیه گرین،  انتگرال
و در نهایت با  ℰهاي درون جمع روي تمامی المان

اعمال شرایط مرزي، فرم ضعیف مربوط به هر معادله 
یک  ݒدست خواهد آمد. بنابراین فرض شود که  هب

باشد. با ضرب  ℋ௦(ℰ)تابع آزمون متعلق به فضاي 
)، فرم ضعیف معادله جریان به شکل 1آن در معادله (

  آید: دست می هزیر ب
  

ቀܵ
ப
ப௧
, ቁݒ

ஐ
+ࣛ(ℎ, ;ݒ (ܥ = ℒଵ(ݒ;               )16( (ܥ

 
ࣛ(ℎ, ;ݒ (ܥ =  	

ா∈ℰ

න	
ா
K∇ℎ ⋅ ݒ∇

															−  	
∈ℱ

∪ℱ
ವ

න	

⟨K∇ℎ ⋅ n⟩⟦ݒ⟧

			

															+  	
∈ℱ

∪ℱ
ವ

ிߪ

|Γ|න	
⟦ℎ⟧⟦ݒ⟧

 

 
ℒଵ(ݒ; (ܥ = න 	

ஐ

ோܳோߩ − ܳߩ
ߩ

ݒ

−න 	
ஐ
ߚ߶

ܥ∂
ݐ∂ 																		ݒ

+  	
∈ℱ

ವ

ிߪ

|Γ|න	
ݒℎݒ

−  	
ா∈ℰ

න	
ா
Kߚݖ∇ܥ ⋅  ݒ∇

 
																										+  	

∈ℱ
ಿ

න	
ߩ
ߩ
ேݍݒ

+  	
∈ℱ

∪ℱ
ವ

න	

⟨Kߚݖ∇ܥ ⋅ n⟩⟦ݒ⟧ 
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  طور مشابه با اعمال مجموعه شرایط مرزي  هب
ݓ) و در نظر گرفتن 14و  13( ∈ ℋ௦(ℰ) ،  

  صورت زیر نتیجه  هفرم ضعیف معادله انتقال ب
  شود: می

  

ቀ߶ߩ பେ
ப௧
, ቁݓ

ஐ
+ℬఢ(ݓ,ܥ; q) = ℒଶ(ݓ; q) )17(     

 

ℬఢ(ܥ, ;ݓ q) 	=  	
ா∈ℰ

න	
ா
ܥ∇Dߩ߶ ⋅ 				ݓ∇

−  	
∈ℱ

∪ℱ
ವ

න	

ܥ∇Dߩ߶⟩

⋅ n⟩⟦ݓ⟧												 
																									+  	

∈ℱ
∪ℱ

ವ

்ߪ

|Γ|න	
⟦ݓ⟧⟦ܥ⟧

−  	
ா∈ℰ

න	
ா
qܥߩ ⋅ ݓ∇

+  	
∈ℱ



න	

qߩ⟩ ⋅ n⟩ܥ⟦ݓ⟧

+  	
∈ℱ

ಿ∪ℱ
ವ∩ℱ

ೠ

න	

qߩ

⋅ nݓܥ 
ℒଶ(ݓ; q) = න 	

ஐ
ோܳோܥோߩ) − ݓ(ܳܥߩ

+  	
∈ℱ

ವ∩ℱ


න	

qܥߩ ⋅ nݓ

+  	
∈ℱ

ವ

்ߪ

|Γ|න	
 ܥݓ

  

ߪ آن،که در  ≥ کسر  رپارامتر ثابت پنالتی است. مقدا 0
  شود: محاسبه می 1صورت بادسو هها بجرمی در مرز المان

  

ܥ     )  18( = ቐ
ாష|ܥ 		if		q ⋅ n ≥ 0

								
ாశ|ܥ 		if	q ⋅ n < 0

∀Γ ∈ ℱூ  

  
نامیده  IIPGکار گرفته شده  هب DGروش  ها، آنکه در 

و منابعی که به  14 ،13تر در  شود (جزئیات بیش می
هاي  آن ارجاع شده است). قابل ذکر است که روش

IIPG ߪازاي مقادیر باندازه کافی بزرگ  هبو  2، پایدار
 ). 24( خواهد بود 3همگرا

فرم با محدود کردن  سازي مکانی و زمانی: گسسته
یعنی  4ضعیف معادلات به فضاي ابعادي محدود

(ℎ෨, :(ሚܥ (0, ܶ) → ࣰ
 × ࣰ

 حاصل کار ،
ناپیوسته خواهد بود. بنابراین با بندي گالرکین فرمول

و  16هاي  رابطهدرون ሚܥ و  ℎ෨هاي  جایگزینی تقریب
صورت زیر حاصل  هگسسته معادلات ب سیستم نیمه 17

   خواهد شد:
  

ݒ∀ ∈ ࣰ
 , 		ቀܵ

ப෩

ப௧
, ቁݒ

ஐ
+ ࣛఌಷ൫ℎ෨, ;ݒ ሚ൯ܥ = ℒଵ൫ݒ; ሚ൯ܥ )19(     

 
ݓ∀ ∈ ࣰ

 , ቀப(థఘ
ሚ)

ப௧
, ቁݓ

ஐ
+ ℬఌ൫ܥሚ, ;ݓ q൯ = ℒଶ(ݓ; q) )20(    

  

  داریم: بالا هاي هبطارکه در 

1234  

ℎ෨ = ∑ 	ಸ
ୀଵ ℎ(ݐ)߶(x),						߶(x) = ൜Φ

ா(x)							x ∈ ܧ
0																	x ∈ ܧ

)21(                                                               

 
ሚܥ = ∑ 	ಸ

ୀଵ (ݐ)ܥ ߰(x),						 ߰(x) = ൜Ψ
ா(x)						x ∈ ܧ

0																	x ∈ ܧ
)22(                                                              

 
q = − ఓబ

ఓ(ሚ)
K൫∇ℎ෨ +                                                                                                       )൯ )23ݖ∇ሚܥߚ

  
                                                
1- Upwind 
2- Stable 
3- Convergent 
4- Finite dimensional spaces 
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سازي زمانی معادلات،  در این مرحله با گسسته
جا از  آید. در ایندست می هسیستم گسسته کامل ب

سازي  روش کاملاً ضمنی تفاضل محدود براي گسسته

هر جفت معادلات استفاده شده است. بنابراین 
 20و  19 هاي رابطهمعادلات گسسته شده کامل 

  شود: صورت زیر نتیجه می هب
  

ቀܵ
෩శభି෩

௧
, ቁݒ

ஐ
+ࣛఌಷ൫ℎ෨

ାଵ, ;ݒ ሚାଵ൯ܥ = ℒଵ൫ݒ; ሚାଵ൯ܥ )24         (                                            

 
ቀ߶ߩାଵ 

ሚశభିሚ

௧
, ቁݓ

ஐ
+ℬఌ൫ܥሚ

ାଵ, ;ݓ qାଵ൯ = ℒଶ(ݓ; qାଵ) )25     (                                        
  

نشان  ݐمتغیر را در گام زمانی مقدار ݊بالانویس 
݊دهد و  می +   است. ାଵݐ مقدار متغیر در گام زمانی 1

خصوص  هبفیزیکی بین بردن نوسانات غیربراي از 
از  پژوهشدر مسائل همرفت غالب، در این 

 جافري استفاده گردید -کننده شیب چاونتمحدود
بقاء محلی  که نکننده علاوه بر ای . این محدود)11(

مم کردن کند، با استفاده از مینی روش را حفظ می
کننده تا حد حدوداعمال م از و قبل فاصله مقادیر بعد

  .)14( نماید امکان مقادیر اولیه را حفظ می

حل  ،گام نهایی :شده روش حل معادلات گسسته
باشد که در ) می28) و (27شده ( معادلات گسسته

سازي  براي خطی 1جا از روش تکراري پیکارد این
این روش . )23( استفاده شده است خطیمعادلات غیر

اولاً  زیرامناسب است  هاي مذکوربراي حل دستگاه
غیرخطی بودن معادله جریان خیلی قوي نیست و ثانیاً 

چون نیوتون  هاي دیگري هماین روش نسبت به روش
فرایند کلی حل بواسطه  تري دارد. هزینه محاسباتی کم

 اي است که در هر گام زمانی، هرگونه هاین روش ب
طور جداگانه و  هیک از معادلات گسسته شده فوق ب

که معیار همگرایی فرا  تا این دشو پشت سرهم حل می
   است: زیراین روش شامل مراحل برسد. 

از تکرار قبلی و  ାଵ,ܥو  ℎାଵ,با استفاده از  .1
݈در تکرار  ℎାଵ,ାଵ ،عنوان حدس اولیه هب + 1 

   شود. محاسبه می
                                                
1- Picard iterative method 

و  ℎାଵ,ାଵمحاسبه سرعت دارسی با استفاده از  .2
  .ାଵ,ܥ

و سرعت  ℎାଵ,ାଵحل معادله انتقال براساس  .3
  .ାଵ,ାଵܥدارسی در مرحله قبل و در نتیجه محاسبه 

قبول).  بررسی معیار توقف (میزان تلورانس قابل .4
اگر این معیار تامین شود، این چرخه براي گام زمانی 

صورت تکرار  بعدي تکرار خواهد شد و در غیر این
شروع  1مرحله  از براي گام زمانی جاري بعدي

  شود. می
ها در مرحله  یک از دستگاه در اینجا براي حل هر

هاي  و ماتریسحذفی گاوس مستقیم از روش  3و  1
براي حل معادلات مذکور . شده استاستفاده  2تنک

  انجام شد. 3افزار متلب نویسی در محیط نرم برنامه
الدر از  مسألههنري به همراه  مسأله :4هنري مسأله

هاي وابسته به چگالی پرکاربردترین مسائل تست مدل
) اولین محققی بود که توانست 1964هنري (. هستند

فرایند پیشروي آب شور دریا را با در نظر گرفتن 
سازي کند. او از یک مدل ساده  چگالی متغیر مدل

که متشکل از یک آبخوان در مقطع عمودي بعدي دو
براي این منظور استفاده  استهمگن مستطیلی شکل 

تحلیلی بر مبناي  او براي این مدل یک حل نیمه نمود.
خاطر وجود حل  هب ارائه کرد. 5هاي فوریه دوگانه سري

                                                
2- Sparse matrix 
3- MATLAB 
4- Henry problem 
5- Double Fourier series 
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بسیاري از آن  پژوهشگران مسألهتحلیلی براي این  نیمه
هاي وابسته  براي محک زدن مدل مسألهعنوان یک  به

موقعیت آبخوان را  1شکل به چگالی استفاده کردند. 
دهد که از سمت چپ با آب شیرین نشان می

شود و از سمت راست تغذیه می ܳزیرزمینی با نرخ 
آب شور از سمت دریا  شود.به آب دریا منتهی می

آورد و تا جایی پیش سمت آبخوان هجوم می به
رود تا به تعادل با تغذیه آب شیرین زیرزمینی  می

استاندارد هنري و دو  ألهمساز  پژوهشدر این برسد. 
سنجی مدل استفاده  مورد اصلاح شده آن براي صحت

ها و پارامترهاي شامل داده 1جدول شده است. 
فاوت حالت هنري است. تنها ت مسألهورودي براي 

 مسألهاست که در  آنها در شده استاندارد و اصلاح
 نرخ تغذیه آب شیرین زیرزمینی تنها شده اول اصلاح

 مسألهشده و در نصف  حالت استانداردنسبت به 
شده دوم تنها پخشیدگی ملکولی نسبت به  اصلاح

در  .تر شده است برابر کوچک 20حالت استاندارد 
تحلیلی ارائه شده  هاي نیمه اینجا براي مقایسه از حل

ترتیب براي مورد استاندارد،  هب) 33و  32، 27(در 
  شده است.ستفاده شده دوم ا حشده اول و اصلا اصلاح

  

  
  

  . هندسه و شرایط مرزي مسأله هنري -1شکل 
Figure 1. Geometry and boundary conditions for Henry problem.  

  
  . سازي مسأله استاندارد هنري پارامترهاي مورد نیاز براي شبیه -1جدول 

Table 1. Input parameters for simulation of the standard Henry problems.  
 پارامتر

Parameter 
 مقدار

Value  
 واحد
Unit  

K 0.01×I*  ms-1  

Lα  0  m  
Tα  0  m  

S0  0  m-1  

ϕ  0.35  -  
ρ0  1000  kgm-3  

ρs  1025  kgm-3  
C0  0  -  
Q  6.6×10-6  m2s-1  

μ0  0.001  kgm-1s-1  

βc 0.025 - 
βμ 0.0 - 
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شده  استاندارد و مورد اصلاح مسألهمنظور حل  به
 1سازمان المان مثلثی بی 2172اول، دامنه حل به 

براي حل بندي شد. ) تقسیم2یکنواخت (شکل غیر
شده دوم از یک شبکه یکنواخت متشکل  اصلاح مسأله

المان مثلثی استفاده گردید. طول دوره  12800از 
شده اول و  استاندارد، اصلاح مسألهسازي براي  شبیه

دقیقه  1000و  600، 400یب تتر هشده دوم ب اصلاح
انتخاب شد، که مبناي این انتخاب شرایط رسیدن به 

هاي زمانی براي هر  بوده است. گام 2جریان ماندگار
گام نسبت به  ثانیه شروع شده و هر 10سه حالت از 

ثانیه تغییر  600تا حداکثر صورت تدریجی  هگام قبلی ب
  پیدا نمود.

جا که مسأله قبل یک مسأله  از آن :3مسأله شوري الدر
با تفاوت چگالی کم میان آب شور و شیرین بود، لازم 

این، مدل روي یک مسأله با تفاوت  است که علاوه بر
چگالی نسبتاً زیاد همانند مسأله الدر نیز ارزیابی گردد. 

اصل توسط ووس و سوزا مسأله شوري الدر در 
بر اساس مدل حرارتی آن توسط الدر  )1987(
) در 28سیمپسون و سلمنت (سازي شد. مدل )1967(

پژوهشی روي مسأله الدر و هنري، بیان کردند که 
هاي وابسته به چگالی مسأله الدر در ارزیابی مدل

دهد هر چند براي قابلیت بهتري را از خود نشان می
  یلی وجود ندارد. این مسأله حل تحل

هاي عددي این مسأله حل نتایج حاصل از حل
هاي  کنون جوابدهد و تا واحدي را نشان نمی

همین منظور  دست آمده است. به همتفاوتی براي آن ب
صورت کیفی صورت  تر به ارزیابی نتایج حاصل بیش

بررسی نمود که آیا مدل  دگیرد. بنابراین تنها بای می
هاي  ي مهم حل (مانند تعداد لوبها توانسته است جنبه

هاي  تشکیل شده و الگوي کلی جریان و نیمرخ
مسأله الدر وجود آمده) را تسخیر نماید یا خیر.  هب

شامل یک آبخوان مستطیلی شکل محصور با ابعاد 
در دو گوشه بالاي سمت  باشد کهمتر می 600×150

آن یک فشار ثابت صفر اعمال شده  راست و چپ
آبخوان همگن و همسان بوده و  ).3است (شکل 

تمامی مرزهاي آن نفوذناپذیر است. در قسمت وسطی 
بالاي دامنه سیالی با چگالی بالا (منبع شوري) بر روي 

تر (آب) قرار گرفته است که این باعث  سیال سبک
در طول  4هایی به شکل انگشته وجود آمدن ناپایداري هب

) Ra( 5ریلیبعد  دامنه خواهد شد. معمولاً از عدد بی
براي تعیین وضعیت ناپایداري در مسائل همرفت 

  شود. ) استفاده میRa=400چون مسأله الدر ( هم آزادي
  

  
  

  12345. گره 1164المان و  2172سازمان مسأله هنري با استفاده از  بندي بی المان -2شکل 
Figure 2. An unstructured mesh used for Henry problem with 2172 elements and 1164 nodes.  

                                                
1- Unstructured mesh 
2- Steady state conditions 
3- Elder problem 
4- Fingering 
5- Rayleigh Number 
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  . هندسه و شرایط مرزي مسأله الدر -3شکل 
Figure 3. Geometry and boundary conditions for the saline Elder problem.  

  
متقارن بودن مسأله خاطر  هبراي حل این مسأله ب

رفت. سازي قرار گ تنها نیمه سمت چپ آن مورد مدل
یکنواخت براي براي همین منظور از یک شبکه ریز
ریز متشکل از  حل این مسأله بهره گرفته شد. شبکه

هاي زمانی مورد باشد. گام المان مثلثی می 6600
صورت یکنواخت و برابر  هاستفاده براي این مسأله ب

است. سایر پارامترهاي مورد نیاز در  روز بوده 5/7
  ارائه شده است. 2جدول 

  
  . سازي مسأله الدر پارامترهاي مورد نیاز براي شبیه -2جدول 

Table 2. Input parameters for simulation of Elder problem.  
  پارامتر

Parameter 
 مقدار

Value  
 واحد
Unit  

K 4.75×10-6×I  ms-1  

Dm 3.565×10-6  

Lα  0  m  
Tα  0  m  

S0  0  m-1  

ϕ  0.1  -  
ρ0  1000  kgm-3  

ρs  1200  kgm-3  
C0  0  -  
μ0  0.001  kgm-1s-1  

βμ  0  -  
βc 0.2 -  
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مسأله  :سلمنت -مسأله آزمایشگاهی گاسوامی
منظور ارزیابی  ) به9سلمنت ( -آزمایشگاهی گاسوامی

هاي آب زیرزمینی وابسته به  سنجی مدل و صحت
 چگالی طراحی شد. این مسأله از یک جعبه مستطیلی
شکل شامل سه محفظه تشکلیل شده است. محفظه 
وسطی شامل محیط متخلخل همگن و همسان بوده و 

که  آورد، در حالیوجود می هیک آبخوان آزاد را ب
 محفظه سمتمحفظه سمت چپ شامل آب شور و 

راست شامل آب شیرین است. این آزمایش شامل هر 
دو آزمایش ماندگار و غیرماندگار و متشکل از سه فاز 
کاملاً مجزا است. فاز اول با تنظیم بار هیدرولیکی آب 

متر و تنظیم بار  سانتی 7/26شیرین سمت راست روي 
متر انجام  سانتی 5/25هیدرولیکی آب شور روي 

رایط وقتی اولین حالت ماندگار گرفت. تحت این ش
)1-SS آب شور تشکیل ) با ثابت ماندن گوه پیشرو

بار هیدرولیکی آب شیرین سمت  گردید (فاز اولیه)،
متر افت  سانتی 2/26طور ناگهانی روي مقدار  هراست ب

برقرار  )SS-2داده شد و تا زمانی که شرایط ماندگار (

(فاز  داشته شد گردد، روي همین مقدار ثابت نگه
 در نهایت با افزایش بار هیدرولیکیپیشروي آب شور). 

متر و  سانتی 55/26میزان  آب شیرین سمت راست به
  نگهداشتن آن روي همین مقدار، شرایط ماندگار 

)3-SS(  فاز پسروي براي این حالت نیز پدید آمد)
  آب شور).

هاي آزمایشگاهی، گاسوامی و  گیري علاوه بر اندازه
توسعه  ها عددي براي این آزمایش نت یک مدلسلم

مدل عددي و شرایط مرزي حاکم مورد  4دادند. شکل 
سایر پارامترهاي مورد  دهد. ها را نشان می استفاده آن

ها  آنآورده شده است.  3سازي در جدول  نیاز مدل
براي مقایسه نتایج مدل عددي با آزمایشگاهی مبناي 

جبهه  عنوان موقعیت به 5/0 شوري خود را خط هم
جا دامنه این مسأله با  گوه آب شور فرار دادند. در این

المان مثلثی یکنواخت منقطع گردید و از  11024
سازي  اي براي شبیه ثانیه هاي زمانی مساوي یک گام

   استفاده شد.

  

  
  

  . سلمنت - له گاسوامیأهندسه و شرایط مرزي مربوط به مس -4شکل 
Figure 4. Geometry and boundary conditions for Goswami-Clement experimental setup.  
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  . سلمنت - سازي مسأله گاسوامی پارامترهاي مورد نیاز براي شبیه -3جدول 
Table 3. Input parameters for simulation of Goswami-Clement experimental setup.  

  پارامتر
Parameter 

 مقدار
Value  

 واحد
Unit  

K 0.0122×I  ms-1  

Dm 1×10-9 m2s-1 

Lα  0.001  m  
Tα  0.0001  m  
S0  1×10-5  m-1  

ϕ  0.385  -  
ρ0  1000  kgm-3  

ρs  1026  kgm-3  
C0  0  -  
μ0  0.001  kgm-1s-1  

βc 0.026 -  
  

 نتایج و بحث
 مسألهنتایج حاصل از حل سه  7تا  5 هاي در شکل

تحلیلی قابل مشاهده  هنري در مقایسه با حل نیمه
با مقایسه حل عددي با حل تحلیلی، مشاهده است. 

ها  شود که براي هر سه مورد تطابق خوبی بین آن می
مجذور میانگین مربعات خطا  4جدول  برقرار است.

)RMSE = ඨ
∑ ௦ܥ) − ீ)ଶୀܥ
ୀଵ ൗ݊ ܥ، کهீ 

مقدار شوري محاسبه شده با استفاده از مدل حاضر و 
مقدار شوري محاسبه شده با استفاده از حل  ௦ܥ

، 25/0تحلیلی است که برابر یکی از سه مقدار  نیمه
تعداد نقاطی است که در  nباشد و  می 75/0و  50/0

را نسبت به حل است)  معلومتحلیلی  آن حل نیمه
طور  همان دهد. اي مدل حاضر نشان میتحلیلی بر نیمه

نیز  RMSEشود مقادیر کمی که مشاهده می
دهنده خطاي بسیار کم مدل حاضر در مقایسه با  نشان

ترین خطا مربوط به خط باشد. کم تحلیلی می حل نیمه
 75/0شوري در مسأله دوم و خط هم 25/0شوري  هم

تا  5هاي باشد. این موضوع در شکلدر مسأله سوم می
  نیز قابل مشاهده است.  7

شده اول  این، مورد استاندارد و اصلاح علاوه بر
نیز مقایسه شد.  )SEAWAT )17با نتایج حاصل از 

شود که در خطوط  مشاهده می 6و  5 هاي در شکل
خلاف مدل  بر SEAWATشوري حاصل از  هم

حاضر، در گوشه بالاي سمت راست دامنه (قسمت 
در انحراف و نوساناتی وجود دارد.  خروجی جریان)

دلیل سرعت بالاي جریان، انتقال  واقع در آن ناحیه به
همین خاطر شوري غالباً ناشی از همرفت است. به

  هاي عددي استاندارد و معمول در این  روش
دهند.  نواحی، نوسانات غیرفیزیکی از خود بروز می

شود در نتایج حاصل از طور که مشاهده می همان
    گونه نوسانی وجود ندارد. ناپیوسته هیچ الرکینگ

مسأله سوم هنري نشان دادن هدف از ارائه  اما
ناپیوسته در برابر پخش عددي است. گالرکین قابلیت

هاي  اي طراحی شده است که روشگونه هاین مسأله ب
عددي که نسبت به پخش عددي حساس باشند، خود 

وسط یونس و دهند. این موضوع قبلاً ترا نشان می
 FVMناپیوسته و  ) در مورد گالرکین2014فاهس (

اي  ها نشان دادند نسخه قرار گرفت و آن پژوهشمورد 
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  شود ناپیوسته را شامل میاز کد که ترکیب گالرکین
  جا براي مقایسه تنها ترم همرفت معادله  (در آن

پیوسته و احجام محدود  انتقال با استفاده از گالرکین
شد)، پخش عددي خیلی کمی از خود سازي  منقطع

دند که براي ها بیان کر آن ،این دهد. علاوه بر بروز می
اي از کد  قابل رضایتی براي نسخهاین مسأله نتایج غیر

است، حاصل شده است. نتایج  FVMبردارنده که در
یید دیگري بر أت 7ارائه شده از مدل حاضر در شکل 

پخش عددي  ناپیوسته به تر روش گالرکین تمایل کم
شود، تطابق خیلی  طور که مشاهده می باشد. همان می

خوبی بین نتایج حاصل از مدل حاضر و حل 
  دست آمده است. هتحلیلی ب نیمه

  

  
  

  . هنري دبراي مسأله استاندار SEAWAT تحلیلی و نتایج حاصل از  مقایسه نتایج حاصل از مدل با حل نیمه -5شکل 
Figure 5. Numerical results in comparison with semi-analytical and SEAWAT solutions for standard Henry problem.  

  

  
  

  . هنري دبراي مسأله استاندار SEAWAT تحلیلی و نتایج حاصل از  مقایسه نتایج حاصل از مدل با حل نیمه -6شکل 
Figure 6. Numerical results in comparison with semi-analytical and SEAWAT solutions for first modified 
Henry problem.  

  

  
  

  . شده هنري تحلیلی براي دومین مسأله اصلاح مقایسه نتایج حاصل از مدل با حل نیمه -7شکل 
Figure 7. Numerical results in comparison with semi-analytical solution for second modified Henry problem.  
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  . 75/0و  50/0، 25/0شوري  در مسائل هنري براي خطوط هم RMSEمحاسبه خطاي  -4جدول 
Table 4. Calculation of RMSE in Henry problems for 0.25, 0.50 and 0.75 isochlors.  

 مسأله

  شوري خط هم
Isochlor 

0.25  0.5  0.75  

  1مورد 
Case 1  

0.032  0.069  0.038  

  2مورد 
Case 2  

0.006  0.022  0.047  

  3مورد 
Case 3  

0.028  0.012  0.006  

  
در این قسمت براي بررسی همگرایی حل نسبت 

استاندارد هنري  مسألهبه کوچک شدن اندازه شبکه، از 
استفاده شده است. براي این منظور از یک شبکه 

المان مثلثی که تا  400درشت یکنواخت متشکل از 
چهار مرتبه ریز شده است (هر مثلث در هر مرتبه 
ریزسازي با نصف کردن اضلاع مثلث به چهار مثلث 

که حل  خاطر این شود)، استفاده گردید. به تبدیل می
دست  هدامنه وجود ندارد، حل ب روي کل مسألهدقیق 

که مبناي مقایسات قرار گرفت. آمده براي ریزترین شب
المان مثلثی است.  102400ترین شبکه متشکل از ریز

  ازاي  سازي به حاصل از شبیه L2میزان خطاي نرم 
  تر، از تصویر کردن هاي درشت هر یک از شبکه

  حل حاصل بر روي ریزترین شبکه محاسبه گردید 
سمت حل مبنا  وند کاهش خطا و همگرایی بهتا ر

  روند همگرایی حل براي  8بررسی گردد. در شکل 
نتایج نمایش داده شده است.  Cو  hهر دو متغیر 

  آن است که با هر بار نصف کردن اندازه  بیانگر
تر و شیب کاهشی خطا افزایش  شبکه میزان خطا کم

  یابد. می

مسأله الدر را سازي  نتایج حاصل از شبیه 9شکل 
سال نشان  20، 10، 4، 2در چهار مقطع زمانی 

جا که براي این مسأله حل دقیق وجود  دهد. از آن می
 ROCKFLOWدست آمده با نتایج  هندارد، نتایج ب

) 16(یک مدل اجزاء محدود بر اساس المان مثلثی) (
مقایسه شد. دلیل این مقایسه این بود که شباهت 

 ROCKFLOWحاضر و زیادي بین نتایج مدل 
  وجود داشت.  

عوامل مختلفی وجود دارد که منجر به تولید 
شود. از جمله  می مسألههاي متفاوتی براي این  نیمرخ

ها خود روش عددي، نوع متغیر وابسته (غلظت یا  این
جا که  . از آن)31( باشد کسر جرمی) و نوع المان می

هر  ROCKFLOWو  پژوهشمدل ارائه شده در این 
از المان مثلثی و از معادله انتقال براساس کسر  دو

تواند دلیلی براي شباهت میان اند، می جرمی بهره برده
به مقایسه میان نتایج هر  9ها باشد. در شکل  نتایج آن

طور که مشاهده  دو مدل پرداخته شده است و همان
ها مشاهده  توان بین آن شود شباهت زیادي را می می

نمود که این خود دلیلی بر صحت نتایج حاصل از 
    .باشد می پژوهشمدل تهیه شده در این 
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  . با ریز کردن شبکه (براي مسأله استاندارد هنري) Cو  hبراي متغیرهاي  L2نحوه کاهش خطاي نرم  -8شکل 
Figure 8. Decreasing L2-norm error for h and C with refining the mesh (for standard Henry problem).  

  

  
  

  . در نیمه چپ مسأله الدر ROCKFLOWساز  شوري حاصل از مدل در مقایسه با نتایج شبیه مقایسه خطوط هم -9شکل 
Figure 9. Isochlors resulted from the present model (left) in comparison with those of  ROCKFLOW simulator 
(right) for the left half of Elder problem.  

  
  سلمنت  -در مسأله آزمایشگاهی گاسوامی

هاي  گیري نتایج حاصل در حالت ماندگار با اندازه
در اینجا  مقایسه شده است. 10شگاهی در شکل آزمای

) نیز LDG-NIPG )22براي مقایسه، نتایج حاصل از 
شود مدل طور که مشاهده می اضافه گردید. همان

حاضر توانسته است تقریب بهتري از میزان پیشروي 

خصوص پنجه  هآب شور و موقعیت گوه آب شور (ب
براي هر سه فاز  RMSEآن) ارائه دهد. مقدار خطاي 

و  44/0، 14/0ترتیب  بهمحاسبه گردید که مقادیر آن 
 10چه که در شکل  دست آمد. این مقادیر با آن هب 34/0

ترین مقدار  خوانی دارد و کمشود کاملاً هم مشاهده می
شود که  خطا را براي فاز اولیه حاصل شد. مشاهده می
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با اندکی اختلاف ظاهري میان نتایج، مقادیر کمی 
RMSE ضوع دهد. این مو اختلاف زیادي را بروز می

به این دلیل است که ناحیه اختلاط آب شور و شیرین 

(حد فاصل میان آب شور و شیرین) بسیار کوچک 
است و اندکی انحراف سبب بروز خطاي زیاد در 

  شود. می RMSEمحاسبات 
  

  
  

  هاي آزمایشگاهی و نتایج عددي  در قیاس با داده ماندگارسازي مسأله آزمایشگاهی در حالت  نتایج حاصل از شبیه -10شکل 
LDG-NIPG .  

Figure 10. Goswami-Clement experimental problem: numerical results in comparison with the experimental 
data and LDG-NIPG solutions for the steady state conditions. 

  
  گیري نتیجه

در این پژوهش یک مدل عددي بر مبناي 
سازي هر دو معادله ناپیوسته براي منقطع گالرکین

هاي وابسته به چگالی جریان و انتقال شوري در جریان
توسعه داده شد. براي معادله انتقال، مدل براي شرط 

دلیل ظاهر  هب دیریشله توسعه داده شد. -مرزي نیومن

شدن نوسانات غیرفیزیکی در مسأله آزمایشگاهی از 
جافري که خود  -کننده شیب چاونت محدود

کننده بقاء محلی است، استفاده گردید. سپس از  حفظ
خطی  سازي معادلات غیر روش پیکارد براي خطی

ود هزینه محاسباتی بالاي استفاده شد. با وج
هاي عددي شناپیوسته در مقایسه با رو گالرکین
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پیوسته، در این پژوهش از تعداد  همچون گالرکین
  ها استفاده شد.سازيبسیار زیادي المان براي شبیه

 ناپیوسته، براي ارزیابی مدل تهیه شده بر پایه گالرکین
الب پنج مسأله ارائه شد. در تحلیل کاملی در ق

ه هنري دقت مدل در مقابل حل سازي مسأل شبیه
مورد ارزیابی قرار گرفت،  SEAWATتحلیلی و  نیمه

دقت بسیار بالاي مدل بود.  بیانگرکه نتایج حاصل 
  این نشان داده شد که مدل توانایی مناسبی  علاوه بر
شده هنري که  سازي دومین مسأله اصلاح در شبیه
تر به پخش عددي است، دارد. در مسأله الدر  حساس

 ROCKFLOWنتایج در مقابل مدل عددي 
هاي  کیفی مقایسه شد که دلیل آن نیمرخصورت  هب

 ها هآمده براي این مسأله است. مقایسدست  هگوناگون ب
هاي مهم خوبی توانسته است جنبه هنشان داد که مدل ب

وجود آمده و  ههاي بچون تعداد لوب این مسأله را هم
بینی نماید. در نهایت براي یا الگوي جریان را پیش
مایشگاهی استفاده شد که آزارزیابی مدل از یک مدل 

  دقت نسبتاً مناسبی را براي مدل نشان داد.  ها همقایس
ناپیوسته  هاي گالرکینکه روش با توجه به این

ها دارند، ها و ناهمگنیقدرت بالایی در تسخیر شوك
 ناپیوسته هاي گالرکینگام بعدي این پژوهش ارزیابی روش

چگالی ها در مسائل وابسته به  در مقابل ناهمگنی
  باشد.  می
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Abstract1 
Background and Objectives: Coastal aquifers are of the most important freshwater resources 
in many countries, especially in arid and semi-arid zones. Due to the proximity and contact with 
the sea and thus the threat of contamination because of the seawater intrusion, management and 
protection of these freshwater resources are quite necessary. Therefore, the main goal of the 
present study is to develop a new numerical model for simulation of the contaminant transport 
in coastal aquifers (seawater intrusion) using discontinuous Galerkin method.  
Materials and Methods: In this study, Discontinuous Galerkin methods which have been less 
developed in engineering problems were applied for discretization of the coupled nonlinear 
system of flow and solute transport equations in a saturated porous medium and a fully implicit 
backward Euler scheme was applied for temporal discretization. The primal DGs have been 
developed successfully for density-dependent flows by applying initial and boundary conditions 
to the coupled equations. Then, to linearize the resulting nonlinear systems, Picard iterative 
technique was applied and Chavent-Jaffre slope limiter was used to eliminate the nonphysical 
oscillations appeared in the solution.  
Results: Five benchmark problems including standard Henry problem together with its two 
modified versions, Elder problem and Goswami-Clement experimental problem in three distinct 
phases were simulated for validation and verification of the numerical code. For all the 
benchmark problems, the results were compared against other solutions in order to assess the 
model accuracy. The solution convergence was proved for the standard henry problem. 
Applying the Chavent-Jaffre slope limiter to the experimental test showed a satisfactory results 
obtained from the simulations. In comparison with other numerical solutions, the present model 
revealed a good accuracy for all the problems. 
Conclusion: The DG model were verified and evaluated using the above-mentioned problems. 
The results from simulations showed a good accuracy for DG method. In portions of the domain 
where the velocity is high, it was indicated that the DG methods in comparison with other 
numerical methods e.g. finite difference, do not emerge non-physical oscillations.  Also, the 
results show a less numerical dispersion in comparison with other numerical methods such as 
finite volume methods. In addition, simulating the experimental problem with the current model 
shows the practical aspects of the developed model based on discontinuous Galerkin. 
 
Keywords: Discontinuous Galerkin, Density-dependent groundwater flow, Locally conservative, 
Seawater intrusion, Slope limiter   
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