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  هاي حفاظت آب و خاك نشریه پژوهش

 1395جلد بیست و سوم، شماره دوم، 
http://jwsc.gau.ac.ir  

  
  بعدي به کمک  هاي یک بینی کیفیت آب در جریان پیش

   همگرایی تابع انتقال آلودگی جدید و اصلاح معیار
  

 3مقدم و مهدي اژدري 1، بهاره پیرزاده2درمیان  ، محسن دهقانی1منفرد سیدآرمان هاشمی*
  مهندسی عمران، گروه دانشجوي دکتري 2 استادیار گروه مهندسی عمران، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان،1

   دانشیار گروه مهندسی عمران، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان3 دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان،
 21/7/94؛ تاریخ پذیرش: 24/3/94تاریخ دریافت: 

  1چکیده
با توجه به کمی نزولات جوي و ذخیره آبی در سطح کشور، مطالعه رفتار آلودگی آب بسیار اهمیت  هدف: سابقه و

شود. دو نوع روش بعدي استفاده می هاي یکجریان پخش آلودگی در -ادله انتقالدارد. جهت مطالعه این پدیده از مع
هاي  هاي اخیر با پیشرفت سیستممعادله وجود دارد که در سال شامل روش تحلیلی و روش عددي براي حل این

 پژوهشگرانبعضی بینی هرچه بهتر واقعیت به حداقل رسیده است. هاي عددي براي پیشکامپیوتري خطاهاي روش
در سنجی کردند.  با نتایج یک مدل آزمایشگاهی صحت بعدي عددي براي انتقال آلودگی ارائه کردند و آن راروش دو

روش کوئیک براي حل عددي معادله انتقال استفاده کردند و دریافتند که این روش تطابق خوبی از  ها پژوهشبرخی 
هاي تحلیلی یک ابزار نسبتا مطمئن براي ارزیابی سایر نتیجه گرفتند که روشو همچنین  هاي آزمایشگاهی دارد با داده
، مطالعاتدر نهایت در تعدادي از  .باشندنابع آب سطحی میحرکت آلودگی در مبینی سازي و پیشهاي شبیه روش

که مقدار این قید در حداکثر حالت  شدهاي عددي مختلف حل معادله انتقال بحث قیود همگرایی براي روش پیرامون
شود. هدف این باشد و اگر این مقدار بیش از یک شود، نتایج روش واگرا میخود، عدد کورانت بین صفر و یک می

هاي پیشین، قیود واگرایی موجود هاي مثبت روشژوهش ارائه یک تابع انتقال آلودگی است که بتواند با حفظ ویژگیپ
  را اصلاح کند.
هاي واقعی است، انتخاب شد و هاي آن در رنج دادهدر این مقاله یک مطالعه موردي فرضی که دادهها:  مواد و روش

و سایر توابع حالت درجه  کوئیکهاي عددي موجود شامل لاکس، فروم،  ابتدا بروش تحلیلی و سپس به سایر روش
سنجی استفاده شد. از  عنوان معیار صحت وش حل تحلیلی بهنویسی شد. از ر، کدMATLABسه و چهار در برنامه 

  شد.(تابع نمایی ساده) استفاده  نیز براي انجام محاسبات ریاضی تابع انتقال جدید پیشنهادي MAPLEافزار  نرم
شوند و داراي ددي ذکر شده فقط هنگامی همگرا میهاي عو سایر روش کوئیکن داد روش عددي نتایج نشاها:  یافته

انتخاب طول گام هایی در یک باشد که این امر باعث محدودیتتر از  ها کم جواب هستند که عدد کورانت در آن
ی ساده براي انتقال یک تابع انتقال جدید به نام تابع نمایشود. به همین دلیل براي رفع این مشکل مکانی و زمانی می
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تر از یک، جوابی مشابه روش  این تابع در اعداد کورانت کم که، اولاً عمق پیشنهاد شد. چرا هاي کم آلودگی در آب
معیار همگرایی عدد کورانت را از عدد یک تا عدد دو  تحلیلی و روش عددي مرسوم و برتر کوئیک دارد و ثانیاً

  .دهد افزایش می
پیشنهاد و ارائه شد، تابعی مناسب براي انجام  پژوهشتابع نمایی ساده که در این  نامه تابع انتقال جدید ب گیري: نتیجه

، معیار همگرایی این هاي عددي گذشتهباشد که علاوه بر تطابق با روش تحلیلی و روشفرایند انتقال آلودگی می
  بخشد.ها را اصلاح کرده و بهبود می روش

  

  هاي عددي، روش تحلیلی، روش کوئیک، تابع نمایی سادهپخش، روش -معادله انتقال کلیدي: هاي واژه
  

  مقدمه
سفانه امروزه با پیشرفت صنعت و تکنولوژي، أمت

گاه  عنوان تخلیه به ها اکثراً  هاي سطحی و رودخانه آب
هاي  اصلی و عمده فاضلاب و پساب ناشی از فعالیت

شوند. این امر، کار گرفته می کشاورزي به صنعتی،
باعث کاهش کیفیت منابع آبی براي مصارف مختلف 

شود. در نتیجه باید هزینه ها می دست رودخانه در پایین
زیادي صرف تصفیه و بالابردن وضع کیفی آب در حد 

در مورد انتقال  پژوهشقبول کرد. براي مطالعه و  قابل
بعدي انتقال ها باید با معادله یکآلاینده در رودخانه

هاي عددي انتقال آلودگی نیز آلودگی آشنا شد. روش
باشند و با در  بعدي انتقال می بر پایه همین معادله یک

چاهک  -هاي انتقال، پخش و چشمهرفتن ترمنظر گ
بسیاري از  پژوهشگراندهند.  انجام میفرایند انتقال را 

عمق و سطحی براي  هاي کممعادله انتقال در آب
اند. در  سازي فرایند انتقال آلودگی استفاده کرده شبیه

هاي مختلفی بر پایه مشاهدات چند دهه گذشته روش
هاي عددي  هاي تحلیلی و مدلآزمایشگاهی، روش

هاي  بینی حرکت آلودگی در آببراي توصیف و پیش
هاي  اند. توسعه و پیشرفت سیستم سطحی توسعه یافته

هاي عددي در سو و گسترش روش کامپیوتري از یک
 حل معادلات دیفرانسیل از سوي دیگر باعث شده است

 بعدي هاي یک که حل معادلات انتقال آلودگی در جریان
پذیر باشد. در  و حتی در شرایط پیچیده مرزي امکان

) معادله انتقال و 2010همکاران (همین راستا یاداو و 

صورت تحلیلی حل  پخش همراه با ترم زوال را به
کردند و تعیین کردند که یک آلودگی مشخص بعد از 

). سینگ 14بد (یا گذشت چه زمان و مکانی زوال می
 -خود مکانیزم انتقال پژوهش) در 2012و همکاران (

هت حل پخش را در یک آبراهه کوچک بررسی و ج
از روش حجم کنترل در  معادلات حاکم بر این پدیده

تفاضلات محدود استفاده نمود و نتایج خود را با حل 
) 2013). یوشیکا و یونامی (12تحلیلی مقایسه کردند (
 توجه به پخش آشفته و معادلاتاثر انتقال آلودگی را با 

). کومار و همکاران 15د (خطی انتقال بررسی کردنغیر
بعدي  فاده از تبدیل لاپلاس، معادله یکبا است) 2009(

پخش همراه با ترم واکنش را در حالت  -انتقال
غیرماندگار و با ضریب پخش متغیر حل کردند و 
نتیجه گرفتند روش حل تحلیلی ابزار خوبی براي 

). کامفوییس 9هاي عددي است ( سنجی روش صحت
) براي بررسی میزان انطباق معادلات حاکم و 1991(

هایی که در ي و تحلیلی این معادلات با پدیدهحل عدد
افتد، باید آن را با یک مثال واقعی طبیعت اتفاق می

منظور کالیبره کردن و  آزمایشگاهی کنترل کرد و به
هاي آزمایشگاهی سنجی مدل عددي از داده صحت

) روش 1982). گلس و ردي (7فت (کمک گر
د و آن بعدي عددي براي انتقال آلودگی ارائه کردندو

 سنجی کردند را با نتایج یک مدل آزمایشگاهی صحت
) از روش کوئیک براي حل 1988فالکونر و لیو ( .)5(

عددي معادله انتقال استفاده کردند و دریافتند که این 
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). 4( هاي آزمایشگاهی داردروش تطابق خوبی با داده
) با ثابت در نظر گرفتن سرعت 1997زوپو و نایت (
ر ماندن پروفیل جریان حل تحلیلی براي جریان و پایدا

). هافمن و چیانگ 17( معادله انتقال ارائه نمودند
) در بخشی از کتاب خود تحت عنوان دینامیک 2000(

سیالات محاسباتی، درمورد قیود همگرایی براي 
هاي عددي مختلف حل معادله انتقال بحث  روش

دد کنند که مقدار این قید در حداکثر حالت خود، ع می
باشد و اگر این مقدار بیش کورانت بین صفر و یک می

). کیم و 6شود (از یک شود، نتایج روش واگرا می
اي بین حل عددي و تحلیلی  ) مقایسه2011همکاران (

معادله انتقال و همچنین معادله انتقال پخش انجام 
هاي  سنجی آن را با داده دادند و براي صحت

مقایسه کردند و نتیجه پیشین  پژوهشگرانآزمایشگاهی 
مطمئن  هاي تحلیلی یک ابزار نسبتاً گرفتند که روش

بینی  سازي و پیشهاي شبیهبراي ارزیابی سایر روش
). لی 8( باشند حرکت آلودگی در منابع آب سطحی می

) از چند 2014) و اسچمال و رهمان (2012و دافی (
مدل براي انتقال آلودگی در یک اکوسیستم آبی 

هاي  کردند و در پایان نتایج را با دادهاستفاده 
). در این 11، 10سنجی نمودند ( آزمایشگاهی صحت

منظور تعیین روش عددي برتر یک  مقاله ابتدا به
هاي عددي موجود انتقال آلودگی با مقایسه بین روش

نظور م هروش حل تحلیلی صورت گرفت. سپس ب
براي افزایش قید  پژوهشرسیدن به هدف اصلی این 

یک تابع  ،هاي عددي (عدد کورانت)گرایی روشمه
انتقال جدید به نام تابع نمایی ساده پیشنهاد شد. در 

در  توان اولاً این تابع می فرایند انتقال با استفاده از
هاي مشابه روش تر از یک جواب اعداد کورانت کم

 عددي برتر یعنی روش عددي کوئیک گرفت و ثانیاً 
در اعداد کورانت بالاتر از یک تا دو، نیز فرایند انتقال 
را بدون واگرایی انجام داد. در نتیجه تابع نمایی ساده 

هاي عددي را به عدد توانست معیار همگرایی روش
ها   نویسی کورانت دو، افزایش دهد. تمامی این برنامه

و  MATLABافزار قوي کدنویسی  توسط دو نرم
MAPLE انجام گرفت.  

  
  ها مواد و روش

 ها  رودخانه و آب منابع اکثر دنیا در انواع منابع آلودگی:
 در مطالعه. هستند تماس در مختلف هايآلودگی با

 اقدامات لازم انجام و ها آلودگی این خواص مورد
 آب به یافتن دست براي هاآلودگی این حذف منظور به
 مهم بسیار مختلف مصارف با متناسب لازم، کیفیت با

گونه  آلودگی را این  توان طور کلی می به .باشد می
از وجود هر  است  عبارت   تعریف کرد: آلودگی آب

معلق، مواد شیمیایی  اي از قبیل گازها، ذرات  نوع ماده
مدت، شدت و  که  طوري هیا بیولوژیکی در آب، ب

ثیر نامطلوب بر سلامت موجودات زنده أحالت آن ت
طور کلی  هه مطلوب از آن گردد. ببگذارد و مانع استفاد

بو، طعم و رنگ است. تغییر در هر  سالم بدون   آب
یک از این پارامترها آلودگی آب را به همراه خواهد 

باشند:  می نوع دو آب به آلودگی منابع ورود .داشت
اي  نقطه منابع .اي غیرنقطه منابع -2 ،اي نقطه منابع -1

 شهري هاي خانه تصفیه پساب ورود مانند ورود آلودگی
  . آب به سطحی هاي فاضلاب ریزش محل و صنعتی و

 و کشاورزي رواناب اي مانند ورود نقطهمنابع غیر
   به آب. )اسیدي هاي باران( جوي آلوده نزولات یا

کننده آلودگی به  حاضر نوع منبع وارد پژوهشدر 
عبارت دیگر  اي در نظر گرفته شد به آب از نوع نقطه

طور  همقدار غلظت آلاینده مشخص ب یعنی که یک
  شود. ناگهانی وارد آب می

در این معادله دیفرانسیل : بعدي انتقال معادله یک
صورت زیر است، فقط ترم  هبعدي که ب جزئی یک

   در نظر گرفته شده است. 1انتقال
  

휕푐
휕푡

+ 푢
휕푐
휕푥

= 0																																 
  

                                                             
1- Advection 
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 xو مکان  tمقدار غلظت آلاینده در زمان  c آن،که در 
متوسط سرعت  uگرم بر لیتر است و  بر حسب میلی

  جریان بر حسب متر بر ثانیه است.
 در این معادله دیفرانسیلپخش:  - بعدي انتقال معادله یک

   نیز لحاظ شده است. 1علاوه بر ترم انتقال، ترم پخش
휕c
∂t
+ u

∂c
∂x

= D
휕 c
휕푥

																													 
 

  شود. ضریب پخش طولی نامیده می 퐷 ،که در آن
معادله دیفرانسیل زیر بیانگر معادله کامل پدیده 

  ):13انتقال است (
  

휕 + 푢 = 퐷 	± 푆표푢푟푐푒푠/푆푖푛푘푠									  
  

اثر چشمه و چاهک نیز لحاظ شده است،  آن،که در 
 .شود حاضر اثر آن را در نظر گرفته نمیولی در مقاله 

هاي عددي  در ادامه به تشریح بعضی از روش
موجود انتقال آلودگی و روش تحلیلی مورد استفاده 

  شود.، پرداخته میپژوهشدر این 
بررسی معادلات و روابط حاکم بر : هاي عددي روش

مسائل مهندسی به معادلاتی هاي طبیعی و  اکثر پدیده
شوند که قادرند رفتار یک فرایند طبیعی را ختم می

 معادلات ها سازي کنند، اکثر این معادلات که به آن شبیه
گویند، معادلات با مشتقات  حاکم بر پدیده طبیعی می

دلیل دشواري  ). در بسیاري از موارد به1( جزئی هستند
باید از حل عددي معادلات بهره و پیچیدگی معادلات، 

هاي عددي بر اساس گسسته جست. در واقع روش

بندي آن  بندي و شبکه کردن میدان محاسبات و مش
تر از حل تحلیلی و مستقیم  میدان، بسیار ساده

توانند پاسخ را ارائه دهند و همین  معادلات، می
هاي عددي دلیل سادگی و سرعت بالاي پاسخ روش

هاست. ابتدا به معرفی اد ازاین روشبر استفاده زی
بعدي معادله  براي حل یکهاي عددي  مختصر روش

  .شود انتقال پرداخته می
  تابع  1مطابق شکل  ):Lax Methodروش لاکس (

f (x) تابع شکل یا تابع حالت در روش عددي نام ،
دارد که در روش لاکس این تابع بین دو سلول مجاور 

شود. پس این روش، فرض می )Y = Ax+Bخطی (
تکنیکی بسیار ساده و سریع در محاسبه مقدار غلظت 
آلاینده در هر زمان و مکان دلخواه بعد از نقطه ورود 

که تابع درجه یک است و این  باشد، چرا آلودگی می
شود.  امر باعث کاهش زمان ران و اجراي برنامه می

سازي انتقال آلودگی به روش لاکس، به  براي شبیه
نویسی انجام گرفت. ، کدMATLABنامه کمک بر

ستفاده قرار نویسی مورد ا رابطه لاکس که در این برنامه
  باشد: صورت زیر می گرفت به

  

C(i,j+1)=(B^2/2+B/2)*C(i-1,j)- 
(B^2-1)*C(i,j)+(B^2/2-B/2)*C(i+1,j) 

  

 iعبارتست از غلظت آلاینده در مکان  C(i,j) آن،که در 
  باشد. بیانگر عدد کورانت می Bچنین  ام، هم jام و زمان 

  

 
  1.نمایش شماتیک فرایند انتقال آلودگی در یک طول گسسته شده در کانال -1شکل 

Figure 1. The schematic pollutant transport process in the discrete length of the channel.  

                                                             
1- Dispersion 



 و همکاران منفرد سیدآرمان هاشمی
 

151  

با تعریفی مشابه : )Fromm Method( روش فروم
چه در روش لاکس ذکرشد در روش فروم تغییرات  آن

یر غلظت آلودگی روي هر سلول موازي خط تغی
. پس این روش آلودگی بین دو سلول مجاور است

هم، تکنیکی بسیار ساده و سریع در محاسبه مقدار 
در هر زمان و مکان دلخواه بعد از نقطه  غلظت آلاینده

سلولی خطی  که تابع بین باشد، چرا ورود آلودگی می
باشد و این باعث کاهش زمان ران و اجراي برنامه  می
سازي انتقال آلودگی به روش فروم، شود. براي شبیه می

، کدنویسی انجام گرفت. MATLABبه کمک برنامه 
سی مورد استفاده قرار نویرابطه فروم که در این برنامه

  باشد:صورت زیر می گرفت به
  

C(i,j+1)=0.25*(B^2-B)*C(i-2,j) 
+0.25*(5*B-B^2)*C(i-1,j)+0.25*(4-B^ 
2-3*B)*C(i,j)+0.25*(B^2-B)*C(i+1,j)  

  

در روش کوئیک : )Quick Methodروش کوئیک (
تغییرات غلظت آلودگی از تابع درجه دو به فرم 

f(x)=Ax2+Bx+C در این روش 2( کند تبعیت می .(
گرفتن یک تابع درجه دو و  نظر دلیل در به طبیعتاً

تري براي ران نسبت  خطی براي انتقال، زمان بیشغیر
در  هاي فروم و لاکس خواهد داشت. ضمناًبه روش

این روش براي انتقال آلودگی در هر گام زمانی چهار 
  شود.  سلول درگیر می

نویسی در این در برنامه فرم کلی روش کوئیک که
  کار گرفته شد به فرم زیر است: مقاله به

  

C(i,j+1)=(B^3/6-B/6)*C(i-2,j)+(B^3/-2+ 
B^2/2+B)*C(i-1,j)+(B^3/2-B^2-B/ 
2+1)*C(i,j)+(B^3/-6+B^2/2-B/3)*C(i+1,j)    

  

   تر روش توابع شکل از مرتبه سوم و بیش
)Shape Function-Order 3-4( :الذکر، روش فوق 

شامل دو روش: تابع شکل درجه سه پسرو و تابع 
ترتیب از توابع از  باشد که به شکل درجه چهار می

کنند. بالتبع مرتبه سه و چهار براي انتقال استفاده می

، کوئیکهاي ها از تمامی روش زمان ران این روش
  تر است. لاکس و فروم بیش

لازم به ذکر است که تابع شکل درجه سوم پسرو، 
انتقال در هر گام زمانی، پنج سلول و تابع شکل  براي

  کند. درجه چهار، شش سلول را درگیر می
نویسی در هاي فوق که در برنامهفرم کلی روش

کار گرفته شد به  در این مقاله به MATLABافزار  نرم
ترتیب شامل درجه سه پسرو و  فرم زیر است که به

  باشد: تابع شکل درجه چهار می
  

C(i,j+1)=(B^4/24-B^3/12-B^2/24+B/12) 
*C(i-3,j)+(B^3/2-B^4/6+B^2/6-B/2)*C(i-2,j) 
+(B^4/4-B^3+B^2/4+1.5*B)*C(i-1,j)+ 
(B^3*0.84-B^4*0.17-B^2*0.84-B*0.84+1) 
*C(i,j)+(B^4/24-B^3/4+B^2*0.46-B/4) 
*C(i+1,j).                              

  
C(i,j+1)=(B^5/120-B^3/24+B/30)*C(i-3,j) 
+(B^4/24-B^5/24+B^3*0.29-B^2/24-B/4) 
*C(i-2,j)+(B^5/12-B^4/6-B^3*0.58+B^2 
*0.66+B)*C(i-1,j)+(B^4/4-B^5/12+B^3* 
0.42-B^2*1.25-B/3+1)*C(i,j)+(B^5/ 
24-B^4/6-B^3/24+B^2*0.66-B/2)* 
C(i+1,j)+(B^4/24-B^5/120-B^3/24-
B^2/24+B/20)*C(i+2,j).                      

  

 Simpleتابع پیشنهادي جدید: تابع نمایی ساده (

Exponential Function( :در این پژوهش تابع           
A푒 + 퐵푥 + 퐶  که تابع نمایی ساده نام دارد، براي

انجام فرایند انتقال پیشنهاد شد. فرضیات در نظر گرفته 
  شده عبارتند از:

  

퐶(푖 − 2, 푗) = 푞                     
퐶(푖 − 1, 푗) = 푚	                   
퐶(푖, 푗) = 푛                   
퐶(푖 + 1, 푗) = 푝                                    

  

همچنبن در این مقاله دو پارامتر جدید به نام 
푙 = 푘 و  ∆ = 푢∆푡 معرفی شده است، پس نیز

صورت  هجدید بان عدد کورانت را با پارامترهاي تو می
   زیر معرفی کرد.
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퐵 =
푢 ∗ ∆푡
∆푥

= 	
푘
2 ∗ 푙

 
  

افزار  براي انجام محاسبات در این قسمت، از نرم
MAPLE هاي زیر استفاده  گیري براي محاسبه انتگرال
  :شده است

  

∫ (A푒푥 + 퐵푋 + 퐶)푑푥 = 2 ×푚 × 푙  

∫ (A푒푥 + 퐵푋 + 퐶)푑푥 = 2 × 푛 × 푙                   

∫ (A푒푥 + 퐵푋 + 퐶)푑푥 = 2 × 푝 × 푙                               

A = − ( )                 

  

  
  

푐 = ∫ (A푒 + 퐵푋 + 퐶)푑푥= 
× ( ) ((2푛푘푒 푙 + 2푝푘푒 푙 +

푛푘 푒 − 푝푘 푒 + 8푙 푒 푝 + 16푙 푛푒 −
8푙 푝푒 − 8푙 푚푒 − 푛푘 푒 − 푝푘 푒 +
2푚푘 푒 − 푛푘 푒 + 2푝푘 푒 −
푚푘 푒 − 푚푘 푒 +n푘 푒 + 8푙 푒 푚−
16푙 푒 푛 + 6푛푙푘푒 + 6푝푙푘푒 − 2푛푙푘푒 −
8푝푙푘푒 − 2푚푙푘푒 + 2푚푙푘푒 −
6푛푙푘푒 )푒 )                                        

푐 = ∫ (A푒푥 + 퐵푋 + 퐶)푑푥= ×
((2푚푘푒 푙 + 2푛푘푒 푙 +

푚푘 푒 − 푛푘 푒 + 8푙 푒 푛 + 16푙 푚푒 −
8푙 푛푒 − 8푙 푞푒 −푚푘 푒 −
푛푘 푒 + 2푞푘 푒 −푚푘 푒 +
2푛푘 푒 − 푞푘 푒 −
푞푘 푒 +m푘 푒 + 8푙 푒 푞 − 16푙 푒 푚 +
6푚푙푘푒 + 6푛푙푘푒 − 2푚푙푘푒 −
8푛푙푘푒 − 2푞푙푘푒 + 2푞푙푘푒 −
6푚푙푘푒 )푒 )       

푐(푖, 푗 + 1) = ( , )∗∆
∆

=

( × × )                              
  

ها و پاسخ انتگرال MAPLEافزار  به کمک نرم
معادلات دیفرانسیل و در نهایت به کمک معادله 

ازاي هر مکان و  پیوستگی، مقدار غلظت مجهول به

شد و خروجی برنامه  بهزمان مشخص محاس
MAPLE  که همان C(i,j+1) یعنی غلظت آلودگی

عنوان  به است، j+1در زمان پیش روي  iدر هر سلول 
براي انجام فرایند انتقال  MATLABورودي برنامه 

عنوان گام آخر در  آلودگی مورد استفاده قرار گرفت. به
پخش، از روش  -تقالروش حل عددي معادله ان

 -براي محسبه ترم پخش معادله انتقالکرنک نیکلسون 
پخش یعنی میزان پخشیدگی آلودگی، در یک برنامه 

  استفاده شده است. MATLABکامپیوتري در 
ي ها روش: )Analytical Method( روش تحلیلی

به  پخش معمولاً -تحلیلی براي حل معادلات انتقال
شود،  حل مسائل ساده با ضرایب ثابت محدود می

متغیر بودن پارامترهاي سرعت و ضریب علت این امر 
اي و هاي رودخانهپخش طولی رژیم ناپایدار در جریان

همچنین پیچیدگی شرایط مرزي و اولیه است، البته 
هاي حل تحلیلی معدودي وجود دارند که  روش

پخش را با پارامتر سرعت و  -توانند معادلات انتقال می
ین ا ازضریب پخش طولی متغیر حل کنند که بسیاري 

هاي حل به حدي پیچیده هستند که کاربردي  روش
علت شرایط مرزي و اولیه خاص  نبوده و همچنین به

). اما با توجه به همه این 3شوند (بسیار محدود می
 سنجی هاي حل تحلیلی براي صحت قیود هنوز هم روش

پخش  -نتایج حاصل از حل عددي معادلات انتقال
هاي حل تحلیلی یک  کاربرد دارند. در حقیقت روش

ابزار مطمئن و سریع براي ارزیابی صحت نتایج 
  ).9( باشدهاي عددي می روش

پخش با ضریب پخش  -حل تحلیلی معادله انتقال
 -حل تحلیلی معادله انتقال :طولی و سرعت ثابت

   ):16شود ( صورت زیر تعریف می هپخش ب
  

퐶(푥, 푡) =
푀

퐴 4휋푡퐷
exp −

푥 − (푥 + 푉 푡)
4퐷 푡 	 
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,퐶(푥 ،که در آن 푡)  عبارتست از غلظت آلودگی در
چنین  ، همtو  xطول رودخانه در مکان و زمان هاي 

A  ،سطح مقطع کانال푉  سرعت متوسط جریان و퐷 
باشد.  ی آلودگی در رودخانه میضریب پخش طول

در این رابطه جرم آلودگی بر حسب  Mچنین  هم
  کیلوگرم است.

هاي عددي همگرایی روشمعیار : معیار همگرایی
و توابع حالت درجه سه و  کوئیکلاکس، فروم، 

). یکی از 6(تر از یک می باشد  چهار، عدد کورانت کم
ارائه یک تابع انتقال است  پژوهشاهداف اصلی این 

تر از یک، داراي  ازاي عدد کورانت کم به که اولاً
جواب مشابه روش برتر عددي و روش تحلیلی باشد 

تر از یک داراي  ازاي عدد کورانت بیش به و ثانیاً
   قبول باشد و واگرا نشود. جواب قابل

  گیري و بحث نتیجه
هاي زیر در نظر مساله مطابق داده: لهأتعریف مس

ها فرضی هستند اما طوري انتخاب شود. دادهگرفته می
هاي واقعی باشند. در یک اند که در محدوده داده شده

متر  6واخت دائمی با سرعت کانال مستقیم جریان یکن
باشد  متر می 500بر ثانیه در جریان است. طول کانال 

گردد، گام متري تقسیم می 2سلول  250و کانال به 
مربع ثانیه و مساحت کانال یک متر 027/0زمانی 

شکل زیر با اي به اي نقطهباشد. آلودگی زنگوله می
وارد گرم بر لیتر به کانال میلی 1ماکزیمم مقدار 

شود. حال هدف این است این آلودگی ورودي با  می
هاي مختلف در طول کانال انتقال داده و با هم  روش

  مقایسه شود.

  

  
  

  . اي اولیه وارد شده به رودخانه آلودگی نقطه -2شکل 
Figure 2. The initial pollutant distribution in the channel.  

  
له أدر این بخش مس: هاي عددي وسیله روش هانتقال ب

هاي عددي ذکر شده بررسی فوق با تمامی روش
وسیله روش تحلیلی،  هسنجی بشود، سپس با صحت می

روش عددي برتر تعیین خواهد شد. براي این منظور 
براي ها نوشته شد و  برنامه کامپوتري تمامی روش

و نتایج در  ها مقایسه نتایج با یکدیگر، نمودار خروجی

ثانیه رسم شد. همچنین کل بازه  15هاي زمانی  بازه
  ثانیه در نظر گرفته شد.  100زمانی براي انتقال آلودگی 

هاي فوق عدد کورانت برابر با توجه به داده ضمناً 
نشانگر فرایند  7تا  3 هاي باشد. شکل می 0833/0

  باشد. هاي عددي مذکور می ددي با روشانتقال ع
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  . انتقال آلودگی به روش لاکس -3شکل 

Figure 3. The concentration of pollutant transport in the channel with the Lax method. 
  

  
  . انتقال آلودگی به روش فروم -4شکل 

Figure 4. The concentration of pollutant transport in the channel with the Fromm method. 
 

 
  . انتقال آلودگی به روش کوئیک -5شکل 

Figure 5. The concentration of pollutant transport in the channel with the Quick method. 
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  .سوم پسروانتقال آلودگی به روش تابع حالت درجه  -6شکل 

Figure 6. The concentration of pollutant transport in the channel with the Order 3-Pasro method.  
  

  
  .انتقال آلودگی به روش تابع حالت درجه چهارم -7شکل 

Figure 7. The concentration of pollutant transport in the channel with the Order 4 method.  
 

شود  مشاهده می 7تا  3هاي طور که در شکل همان
ثانیه اول،  15هاي فوق بعد از گذشت در تمامی روش
یابد و پس از آن در شدت کاهش می پیک آلودگی به

باشد.  تر می هاي بعدي این افت پیک کمثانیه 15
و تابع  کوئیکهمچنین نتایج روش لاکس، فروم، 
ه زیادي دارند. حالت درجه چهارم با همدیگر تشاب

یید پیشین براي تعیین أمورد ت هاي پژوهشحال مطابق 
الذکر، از هاي فوقروش عددي برتر از بین روش

عنوان معیار  هروش حل تحلیلی معادله انتقال ب
براي این منظور  ).8شود ( سنجی استفاده می صحت

هاي عددي  سایر روشبرنامه روش تحلیلی، مانند 

 8نوشته شد. مطابق شکل  MATLABفوق در برنامه 
هاي اولیه مشخص شد که روش پس از بررسی

ترین  هاي عددي بیشروش کوئیک نسبت به سایر
همبستگی و تشابه را با روش تحلیلی داراست. 

شود در تمام نقاط  دیده می 8طور که در شکل  همان
هاي کوئیک و روشپس از نقطه ورود آلودگی، پیک 

هم منطبق هستند و این امر نمایانگر تشابه  تحلیلی بر
خوب این دو روش با یکدیگر است. به همین سبب 

عنوان  ههاي عددي بروش عددي کوئیک از بین روش
  گردد. روش بهتر، معرفی می
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  . کوئیکیلی و هاي تحل مقایسه انتقال آلودگی با روش -8شکل 

Figure 8. The comparison of Quick method with the analytical solution.  
 

  اهمیت است که  دارايدر اینجا بیان یک نکته 
اگر قرار باشد نتایج حاصل از یک مدل عددي با 

دلیل برخی  هاي آزمایشگاهی مقایسه شود، به داده
آزمایشگاهی و همچنین مقرون به صرفه شدن شرایط 

در فواصل  ها عه آزمایشگاهی، بهتر است آزمایشمطال
عبارتی  هتر انجام شود یعنی ب زمانی و یا مکانی بزرگ

تر و  هاي خروجی آزمایشگاهی کم بتوان با تعداد داده
 سنجی تر، مدل عددي را صحت در فواصل زمانی بزرگ

که مدل عددي نیز در ست ا کرد. لازمه این مهم این

بندي بزرگ، همگرا شود و داراي جواب  شرایط مش
باشد. به همین دلیل بزرگ بودن دامنه همگرایی یک 
روش عددي، یک ملاك مهم براي ارزیابی جامع بودن 

له فرضی بیان أباشد. حال اگر در مسآن مدل عددي می
ثانیه فرض  5/0ثانیه،  027/0جاي  هشده، گام زمانی ب

خواهد شد. شکل  5/1قدار عدد کورانت برابر شود، م
هاي  نمایانگر فرایند انتقال آلودگی با روش 13تا  9

  باشد. می 5/1عددي بیان شده با عدد کورانت 

  

  
  . 5/1انتقال آلودگی به روش لاکس با عدد کورانت  -9شکل 

Figure 9. The concentration of pollutant transport in the channel with the Lax method (B=1.5). 
 



 و همکاران منفرد سیدآرمان هاشمی
 

157  

  
  .5/1انتقال آلودگی به روش فروم با عدد کورانت  -10شکل 

Figure 10. The concentration of pollutant transport in the channel with the Fromm method (B=1.5). 
 

  
  .5/1انتقال آلودگی به روش کوئیک با عدد کورانت  -11شکل 

Figure 11. The concentration of pollutant transport in the channel with the Quick method (B=1.5). 
  

  
  .5/1انتقال آلودگی به روش تابع حالت درجه سوم پسرو با عدد کورانت  -12شکل 

Figure 12. The concentration of pollutant transport in the channel with the Order 3-pasro method (B=1.5). 
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  .5/1انتقال آلودگی به روش تابع حالت درجه چهارم با عدد کورانت  -13شکل 

Figure 13. The concentration of pollutant transport in the channel with the Order 4 method (B=1.5). 
 

هاي  ه روشهمشود طور که ملاحظه می ن هما
 1عددي موجود مذکور، براي عدد کورانت بالاتر از 

شوند. پس براي رفع داراي جواب نیستند و واگرا می
ازاي  به این مشکل باید تابعی پیشنهاد شود که: اولاً

تر از یک، جوابی مشابه روش کوئیک  عدد کورانت کم
ازاي  به ي برتر) داشته باشد و ثانیاًدعنوان روش عد ه(ب

تر از یک نیز داراي جواب و همگرا  عدد کورانت بیش
باشد. در صورت وجود چنین تابعی که این دو شرط 

توان ادعا کرد که آن  مین داشته باشد، زما طور هم هرا ب
  تابع از روش عددي کوئیک نیز عملکرد بهتري دارد.

هاي بسیار،  براي این منظور، پس از تحلیل و بررسی
A푒تابع نمایی ساده به فرم  + 퐵푥 + 퐶  .پیشنهاد شد

آلودگی، براي استفاده ازاین تابع براي انجام فرایند انتقال 
) و غلظت ورودي Coutخروجی (ابتدا مقدار غلظت 

)Cinگیري به  ) به هر سلول توسط این تابع، با انتگرال
محاسبه  MAPLEافزار  در نرم فوق یادشدهکمک روابط 

، C(i,j+1)شد و سپس ضابطه کلی و نهایی این تابع 
و داشتن  MATLABافزار  دست آمد و به کمک نرم هب

  ضابطه تابع، پروسه انتقال انجام گرفت.
له فرضی أنشانگر انتقال آلودگی مس 14شکل 

مذکور، توسط تابع نمایی ساده و مقایسه آن با روش 

 0833/0ازاي عدد کورانت  تحلیلی و کوئیک به
شود نتایج تابع طور که مشاهده می باشد. همان می

منطبق  بر روش تحلیلی و کوئیک نمایی ساده دقیقاً
طابق با است. پس تابع نمایی ساده شرط اول مبنی بر ت

نتایج روش کوئیک را داراست. حال باید عملکرد این 
تر از یک، مورد  ازاي اعداد کورانت بیش تابع را به

  بررسی قرار داد. 
له فرضی أنشانگر انتقال آلودگی مس 15شکل 

ازاي عدد کورانت  مذکور، توسط تابع نمایی ساده به
شود که  مشاهده می15باشد. با توجه به شکل  می 5/1

ازاي عدد  بختانه تابع نمایی ساده پیشنهاد شده، بهخوش
تر از یک نیز داراي جواب است و واگرا  کورانت بیش

 که هر دو دلیل این هشود. پس تابع نمایی ساده، ب نمی
ازاي عدد  شرط فوق شامل تطابق به روش کوئیک به

ازاي  ها به تر از یک و همگرا شدن جواب کورانت کم
 بنابراینتر از یک را داراست،  عدد کورانت بیش

توان ادعا کرد که تابع نمایی ساده عملکرد بهتري  می
نسبت به روش کوئیک دارد. بنابراین مشکل موجود 

ها و نتایج  در این پژوهش که واگرا شدن خروجی
تر از یک  هاي عددي براي اعداد کورانت بیش روش

  بود، به کمک تابع نمایی ساده رفع گردید. 
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  .0833/0ازاي عدد کورانت  هاي تحلیلی و کوئیک به روش انتقال آلودگی به روش تابع نمایی ساده و مقایسه آن با -14شکل 

Figure 14. The comparison of simple exponential function with the analytical solution and Quick method 
(B=0.0833). 

  

  
  .5/1ازاي عدد کورانت  انتقال آلودگی به روش تابع نمایی ساده به -15شکل 

Figure 15. The concentration of pollutant transport in the channel with the simple exponential function 
(B=1.5).  

  
بنابراین در تابع نمایی ساده، علاوه بر دقت بالاي 

تر از یک و تطابق خوب  کورانت کم ازاي اعداد آن به
همگرایی این تابع نیز، با یک آن با حل تحلیلی، شرط 

هاي موجود  واحد پیشرفت نسبت به سایر روش
محاسبه شد که  2تر مساوي  عددي، عدد کورانت کم

  باشد. نتیجه بسیار خوبی می
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  . 1/2ازاي عدد کورانت  انتقال آلودگی به روش تابع نمایی ساده به -16شکل 

Figure 16. The concentration of pollutant transport in the channel with the simple exponential function 
(B=2.1).  

  
نشانگر انتقال آلودگی با کمک تابع  16شکل 

باشد.  می 1/2ازاي عدد کورانت  نمایی ساده به
پاسخ این تابع شود مشاهده میطور که بیان شد،  همان

  واگرا شده است.  2ازاي عدد کورانت بیش از  به
  

  گیري نتیجه
هاي عددي و تحلیلی در این پژوهش روش

انتقال آلودگی مورد مطالعه قرار گرفت و نقاط 
ها بیان شد. براي یک ازین روش ضعف و قوت هر
له فرضی که مقدار أها یک مس مقایسه این روش

هاي واقعی بودند، مطرح  پارامترهاي آن در رنج داده
از روش حل  شد. براي تعیین روش عددي برتر،

عنوان معیار  هپخش، ب -تحلیلی معادله انتقال
سنجی استفاده شد. نتایج نشان داد که روش  صحت

هاي عددي مورد  عددي کوئیک نسبت به سایر روش
بحث شامل لاکس، فروم، تابع حالت درجه سه و 

تحلیلی دارد، پس چهار، تطابق بهتري با روش 
عنوان روش برتر عددي انتخاب شد. اما تمامی این  هب

هاي عددي موجود، از جمله روش کوئیک،  روش
داراي یک ضعف در معیار همگرایی بودند و آن 

ها عدد کورانت  که معیار همگرایی این روش این
تر از  ازاي عدد کورانت بیش تر از یک است و به کم

شوند.  ی نبوده و واگرا میهاي حقیقیک داراي جواب
وجود این مشکل باعث شد تا ایده طرح یک تابع 

عنوان تابع انتقال، ایجاد شود. تابعی  هحالت جدید ب
تر از یک،  ازاي عدد کورانت کم به که بتواند اولاً

ي دعنوان روش عد هجوابی مشابه روش کوئیک (ب
 تر ازاي عدد کورانت بیش به برتر) داشته باشد و ثانیاً
هاي حقیقی و همگرا باشد. از یک نیز داراي جواب

عنوان  ههاي بسیار، تابع نمایی ساده ب پس از بررسی
یک تابع انتقال آلودگی جدید، پیشنهاد شد و 

زمان  صورت هم هدو شرط مذکور را ب توانست هر
عنوان تابع انتقال برتر  هاین تابع، ب بنابراینارضا کند. 
  معرفی شد.
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Abstract1 
Background and Objectives: According to the low rainfall and the water resources in the country, 
investigation of the pollution behavior in water is very important. To Study on this phenomena, 
advection-diffusion equation in one-dimensional flow is used. Analytical solution and numerical 
solutions can be used to solve this equation. The residual of numerical methods are decreased using 
computer simulation in recent years. Some researcher investigated a higher order numerical scheme 
for scalar transport. The computational principles of a numerical scheme for the solution of the  
two-dimensional scalar transport equation were presented in their study. They evaluated their model 
applicability in several examples involving tracer releases in to channel flows. Some authors 
investigated on the modeling of solute transport using quick scheme. The scheme is shown to yield 
high accuracy in comparison with the more conventional second-order central-difference 
representation. A specified pollutant transport simulated in the river environments and compared 
with the numerical solutions. Hoffmann and Chiang as a part of their book entitled Computational 
Fluid Dynamics, discussed on the convergence constraints of the different numerical methods of 
pollution transport. He concluded that the maximum amount of this constraint is the state that the 
courant number is between 0 and 1. The objective of this research is to introduce the transport 
function that by maintaining positive characteristics of previous methods, modify existing 
divergence constraints. 
Materials and Methods: In this paper a hypothetical case study with data in the real range is 
selected and is solved with different numerical approaches like Lax, Fromm, Quick and etc. The 
analytical solution is chosen for the verification. The MAPLE software was used to do the 
computation of the new proposed advective transport function (Simple Exponential Function). 
Results: The results showed that the Quick method is shown the best agreement with the analytical 
solution and also the numerical solutions converge only when the courant number is less than 1. This 
makes constraints for the solution, time and distance interval selection. A new Simple exponential 
function in one dimensional pollutant transport of shallow water is proposed to eliminate this 
constraint. The calculated values of this new proposed function is in good agreement with the 
analytical and Quick method and also the courant number can be increase to 2 with the application 
of this function. 
Conclusions: The new advective transport function entitled simple exponential function that 
proposed and presented in this investigation, is a suitable function for pollutant transport. This new 
function is in good agreement with the analytical method and Quick scheme and also the courant 
number could increase up to 2 with the application of this function. 
 
Keywords: Advection-diffusion equation, Numerical methods, Analytical method, Quick method, 
Simple exponential function    
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